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1. Los origenes del Analisis Funcional

Los origenes del Andlisis Funcional estan estrechamelateigrados con la teoria de ecua-
ciones integrales y los sistemas de infinitas ecuacionealés, las ecuaciones diferenciales y el
célculo de variaciones, el desarrollo de los conceptosldgmms, la teoria conjuntista y la evo-
lucién del algebra “moderna”. El Analisis Funcional nacived primer tercio del siglo XX y sus
origenes estan en los trabajos de David Hilbert y Ivar Friedlem ecuaciones integrales y teoria
espectral de operadores, los trabajos de Henri Lebesgugidddréchet y Frigyes Riesz en teoria
de la medida y espacios abstractos, y los trabajos de Edwaly] Hans Hahn y Stefan Banach
sobre la teoria de dualidad. Todos estos trabajos aparetenles afios 1900 y 1932, fecha es-
ta ultima que, con la publicacién del libro de Stefan Ban@bBorie des opérations linéairess
considerada la fecha de nacimiento del Analisis Funciooalaccmateria de estudio por derecho
propio debido a su gran aplicabilidad a multitud de probkeeradiversos campos. El siguiente es
un breve sumario de fechas importantes en el desarrollodds &stas ideas:

= 1900 trabajo de Erik Ivar Fredholm sobre ecuaciones infegra
= 1902 tesis de Henri Lebesgue sobre integracion.

= 1906 trabajo de David Hilbert sobre teoria espectral.

= 1906 tesis de Maurice Fréchet cobre espacios métricos.

= 1910y 1911 trabajos de Frigyes Riesz sabj@b] y L.

s 1912 y 1921 trabajos de Eduard Helly.

s 1922 Tesis de Stefan Banach sobre espacios normados.

= 1927 trabajo de Hans Hahn y 1929 trabajo de Banach sobrelddali927 trabajo de Banach
y Hugo Steinhaus.

= 1928 libro de Fréchdtes espaces abstraiy 1932 libro de Banaciihéorie des opérations
linéaires

En los afios que van de 1900 a 1932, los matematicos descoubgige problemas procedentes
de diferentes campos compartian una serie de caractesistienunes que permitian abordarlos en
un contexto unificado, aunque para ello era necesario arigtios detalles no esenciales. Natural-
mente, esto condujo a un planteamiento cada vez mas abstedcis problemas, a la consideracion
de espacios de funciones de diversos tipos y, finalmentacahiento de logspacios abstractan

3



Célculo de variacioneg. Sistemas de infinitas ecuaciones lineales 1870-1913.

Teoria de conjuntos Teoria de ecuaciones integrales 1823-1896.
Escuela italiana. Fredholm 1900-19031.

Calcolo Funzionalea 1885.
Ascoli, Arzela, \Volterra.

Escuela francesa. Escuela alemana.
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Teorema de Riesz-Fisher 19b7

l

Andlisis funcional lineal ca 1920-1930
Banach, Hahn, von Neumann

Figura 1. Los origenes del Andlisis Funcional

los que hay una estructura algebraica que satisface cextosias compatible con una topologia,

pero en los que no se especifica para nada la naturaleza dersesi®®s. Una clara ventaja de este
punto de vista abstracto, es que los resultados obtenidaepaplicarse en cualquier contexto que
satisfaga los axiomas de la teoria.

El desarrollo del Analisis Funcional marca un hito en la tsraia de las matematicas, domi-
nante desde principios del siglo XX, hacia la generalizagidunificacién, la axiomatizacion y la
abstraccion. Un aspecto central en este camino es la ems&rgimh concepto fundamental dspa-
cio funcional esto es, un espacio dotado de cierta estructura algelyréopmlogica cuyopuntos
son funciones. Aunque parezca anecdético, hubo que reaorrlargo camino para representar
una funcién con una sola letra, digamiysen vez de referirse a sus valorgx). Se necesité mu-
cho tiempo para dejar de ver una ecuacion diferencial ornateglamente como eso, como una
simpleecuacionque hay que resolver, y empezar a considerarla conaparadorentre espacios
de funciones. Lo caracteristico del Analisis Funcionakesonsideracion de espacios funcionales
donde las propiedades individuales de las funciones nolgetoade estudio sino las propiedades
estructurales de tales espacios en sus aspectos algshraammldgicos.



1.1. Sistemas de infinitas ecuaciones lineales

La técnica de solucién de ecuaciones diferenciales poréebdo de los coeficientes indeter-
minados muy usada en el siglo XVIII, conducia a sistemas de infindzigaciones lineales con
infinitas incognitas. Esta técnica consiste en suponeliséescia de una solucion dada como suma
de una serie de potencias cuyos coeficientes hay que cakwddituir dicha serie en la ecuacion
diferencial e identificar los coeficientes de las mismasruids lo que daba lugar a un sistema de
infinitas ecuaciones lineales. Aunque los coeficientescalzaleran infinitos, cada una de las ecua-
ciones lineales del sistema tenia solamente un nimerodiaitms mismos lo que, si todo iba bien,
permitia obtener uneelacion recurrenteentre los coeficientes de la serie que permitia resolver el
sistema de infinitas ecuaciones por técnicas convencimale el caso de un ndmero finito de
ecuaciones. Puesto que se trataba de una técnica de calowds, resultados debian comprobarse
en cada caso, no hubo intentos de desarrollar una teorisafjdedales sistemas de ecuaciones.

Parece ser que el primer sistema de infinitas ecuacioneddmao recurrente es considerado
por Fourier en siThéorie analytique de la chalet822). Se trata de encontrar una solucion de la
ecuacion diferencial

0%u d%u Tt T
— (X, —(Xy) =0, X>0, —=<y< =
con las condiciones de contorig0,y) = 1 para—T/2 <y < /2, u(x,—T1/2) = u(x,1/2) = 0
parax > 0, I'|r+n u(x,y) = 0. Se trata de un modelo matemético de la temperatura estaieicen
X——4-00
el interior de una placa infinita de forma rectangular, cuymsles se mantienen a la temperatura
prefijada.

Fourier, con su habitual método de separacion de varightegu(x,y) = f(X)g(y) y calcula
f y g sin tener en cuenta las condiciones de contorno. Obtierie ssiucion

u(x,y) = e ™cogny)

donden es cualquier valor real. Para que se cumplan las tres Ultoraticiones de contornodebe
ser un entero positivo impar. Puesto que se trata de un pnaliaeal, Fourier usa @rincipio de
superposiciory considera la solucion dada por la serie:

u(xy) = 5 cne®Hcog2n—1)y
n=1

donde los coeficientas, deben ser determinados de forma que

m_,_T
2 y

1= cpcoq2n—1)y,
nZl 2



Ahora Fourier deriva sucesivamente la serie y sustituyd) obteniendo el sistema de ecuaciones
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1 == Cn
n=1

0 = Y (-1’
n=1

0 = (2n—1)%c,

]
]
!

donde las incégnitas son los coeficientgsPara resolver este sistema, Fourier, considera sola-
mente las primerak ecuaciones ¥k incégnitas. Un célculo elemental proporciona las solugson

c(lk) , c(zk), ... ,cl((k> y, finalmente obtiene:
I G S
C”—k'ﬁi‘f” T m2n-1
Con lo que queda determinada la solucigr,y) y ademas:
m 2 (-t Tl T
— = A n—1 ., —
3= 2 g %Ly 5 <y<;

Seguidamente, Fourier, comprueba, por céalculos diregt@Essus resultados son correctos. Aunque
los resultados de Fourier son correctos, sus razonamiestas lejos de serlo, de hecho cuando se
sustituye el valor calculado pacaen el sistema lineal, las series resultantes, a partir deglansla

en adelante, no son convergentes.

Esta forma de proceder de Fourier, sustituyendo un sist@riafiditas ecuaciones lineales
con infinitas incognitas{x, : ke N}, por sus primeras ecuaciones lineales con las incognitas,
{X: 1< k< n}, calcular las soluciones del mis (M9 <k« n}, y hacer tenden a infinito,
es lo que Riesz #]) llama principio de las reducidasEste principio puede considerarse como un
paso “de lo finito a lo infinito” y tuvo un papel importante ertdaria de tales sistemas de infinitas
ecuaciones. En la teoria de las ecuaciones integrales esrena variante del mismo que puede
considerarse como el “paso de lo discreto a lo continuo”.

Que el principio de las reducidas no siempre proporcionzsmies queda claro con el siguien-
te ejemplo de Helly (1921). El sistema

1 = XtXe+xg+X+--
1 = X2+ X3 +Xg+ -
1 = X3+ Xqt -
1 = Xat--



No tiene solucién porque restando a cada ecuacion la qugue se deduce que debe sge= 0
para todon € N. Sin embargo cada sistema reducido tiene como solugiéa 1, xx = 0 para
k=1,2,....n—1.

El principio de las reducidas de Fourier pas6 desapercilyitiene que pasar casi medio siglo
para que a partir de 1870 algunos matematicos se intereséos@istemas de infinitas ecuaciones
lineales. En el dltimo tercio del siglo XIX se desarrolla wearia de determinantes infinitos que se
aplica para resolver sistemas de infinitas ecuacioneddmea casos particulares. Los detalles de
esta historia se exponen en los dos primeros capitulog].dedra aplicar el método clasico de los
determinantes a los sistemas de infinitas ecuacionesdseed necesario imponer condiciones mas
0 menos restrictivas pero, como afirma Riesz, tales regtmies venian impuestas por el método
mas que por el problema en si. En 1913 F. Riesz publicé su neetnes systemes d'équations
linéaires a une infinité dinconnues la que desarrolla una teoria satisfactoria de talesrsistsin
usar el principio de las reducidas ni determinantes inniolveremos sobre esto mas adelante.

1.2. Laescuela italiana: Ascoli, Arzela, Volterra

En 1696 Johann Bernoulli desafi6 a “los mas brillantes maieosadel mundo” a resolver el
problema de ldoraquistocrona o curva de mas rapido descenso. Newton, Leibniz, L'HOpitabk
hermanos Johann y Jakob Bernoulli encontraron que diclva esrla cicloide. Todos ellos dieron
sus soluciones en términos geomeétricos o0 mecanicos. Mess#tbemos que la curva buscgda
y(X), a< x< b, es la que hace minima la integral:

fb VITYOP?
o VY

Previamente, en 1687, Newton habia estudiado el probleirsdligdo de revolucion que experi-
menta una minima resistencia cuando se mueve a través dedmHhbmogéneo con velocidad
constante en la direccion de su eje de revolucion. $i-ey(x), a < x < b, la curva generatriz de
dicho solido, Newton afirma que la solucion buscada hacenmaita integral:

LYY (%2
) 1+y'(x)?

X

dx

Otro problema del mismo tipo es el siguiente. Calcular entias las curvag= y(x) satisfaciendo
y(a) =0, y(b) = 1 la que al girar su gréfica alrededor del eje de abscisasajanarsuperficie de
area minima. Es decir, queremos hacer minima la cantidad:

b
fy(x) 1+y/(x)2dx

a



Problemassoperimétricoso de céalculo dgeodésica® superficies minimalemmbién responden
al mismo modelo: calcular la curva o superficie que maximigaromiza los valores que toma una
expresioén analitica en la que interviene una curva o supedésconocida. Fue Euler quien en 1756
llamé a estos problemasalculo de variacionesVolterra (1860-1940)lamé a estas expresiones
analiticas “funciones de linea” o “funciones de funciond¢$ddamard (1865-1963ugirié otro
nombre y llamé a estas funciones “especialiesicionalesy se referia al calculo de variaciones
como “el andlisis de funcionales”. Parece ser queHael Levy (1886-1971¢l primero en usar la
expresion “analisis funcional” en 1922.

En el Calculo de Variaciones se trata de maximizar o minimina expresion del tipo

b
3(0) = [ F(x 609, (x))dx

a
dondeF es una funcién suficientemente buena y la varigblgertenece a una cierta familif
de curvas definidas en el intervala b]. Es en este contexto donde aparece primero la idea de
campo funcionalcomo conjunto de funciones admisibles, y la de distanciee danciones. Se
suponia, apoyandose por lo general en razones fisicas cégazam, que la existencia del mini-
mo min{J(¢) : ¢ € F} o del maximo estaba garantizada cuando la funEi@staba acotada. Pero
Weierstrass en 1870 probo con un ejemplo que esto no era asi.

En 1887 Volterra publicé varios trabajos en los que invesidgclases especiales de funciona-
les, definidos como aplicaciones continlths & — R, donded es una clase de funciones reales
definidas en un interval@, b|. Ya que estos parecen ser los primeros trabajos en los qatus&e
funcionales en general, se considera que 1887 es el afioid@er@o del andlisis funcional.

Es sabido que la compacidad garantiza la existencia dex@srde funciones continuas reales.
Esto llevd a otro matematico italiar@esare Arzela1847-1912) a intentar justificar el calculo de
variaciones usando conceptos de compacidad secuencaidt/el concepto dequicontinuidad
introducido poiGiulio Ascoli (1843- 1896), probé el que seguramente es uno de los primesols
tados notables de andlisis funcional conocido cteocema de Ascoli-Arzeldublicado en 18835i
una sucesioA f,} de funciones realedefinidas en un interval@, b] esta uniformemente acotada y
es equicontinua entonces tiene alguna sucesion parciébumemente convergentéste teorema
es una generalizaciéon del teorema de Bolzano-Weiersteaasspcesiones numéricas acotadas al
espacio de dimension infini@[a, b|.

Puede ser conveniente hacer un poco de historia sobre l@rgemcia uniforme que es la
convergencia en el espadZa,b]. Ya vimos como Cauchy afirmaba que la suma de una serie
convergente de funciones continuas es ella misma una fugocidtinua, y Abel replicaba que eso
no era cierto. El asunto permaneci6 asi por unos afios hastanqli847Stokes(1819-1903), en
1848 Seidel(1821-1896) y en 1853 el propio Cauchy, independientemel@mostraron que la
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convergencia uniforme es suficiente para asegurar la ciddid de la funcion limite. No obstan-
te, Weierstrass ya habia usado el concepto de convergemfmane en algunos manuscritos no
publicados de 1841. Ninguno de ellos pudo encontrar unaidéndhecesaria. Fue Arzela quien
pudo dar en 1884 una condicidn necesaria y suficiente para fuecion limite puntualf, de una
sucesion f,} de funciones continuas en un intervgob| fuera continua: que la convergencia sea
casi-uniforme Es decir que para todo> 0, y para todgp € N exista un conjunto finito de indices
01,092, - - -,Qn Mayores o iguales que tales que para cada [a,b):

min{|fg(t) — f(t)]:1<i<n} <e.

El Calculo de Variaciones esta estrechamente relacionadaigo de los problemas méas impor-
tantes del Andlisis del siglo XIX: dProblema de DirichletEste problema consiste en encontrar
una funcion armonica en un dominioQ C R"y continua erQ cuyos valores en la frontera de
vienen dados por una funcién

(xeQ)
(x)  (xeFr(Q))

>
B=}
X
S~—
Il
- O

donde
N 92u

BuX) =3 5o )

es el operador de Laplace.

Es un problema fundamental en muchas areas de la Matemddi¢dsjca, y los esfuerzos para
resolverlo dieron lugar a nuevas ideas y propiciaron elrdgéa de nuevas teorias. En algunos
casos simples el problema de Dirichlet puede resolversarerafexplicita. Por ejemplo, la solucién
del problema de Dirichlet para un discolRfesta dada por la conocida formula integral de Poisson.
La existencia de solucion no siempre esta asegurada.

El principio de Dirichletafirma que dicho problema es equivalente a encontrar un#&@func
de claseC? enQ y continua erQ, verificando queu(x) = f(x) para todax € Fr(Q), y que es entre
todas dichas funciones la que hace minima la integral

Este principio convierte un problema de contorno para la&oén de Laplace en un problema de
tipo variacional. Los intentos de probar la existencia yciglsid de la solucion del problema de
tipo variacional que se hicieron durante el siglo XIX sélwi¢non éxito para una clase bastante
restringida de dominios y las cosas se complicaron cuandiB66s Weierstrass demostrd, por
medio de un ejemplo, que el problema de contorno para la écude Laplace para el caso de
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una condicién de frontera continua podia tener soluciéncpekspondiente problema variacional
no tenerla. Fue Hilbert quien en 1900 logré justificar el gipio de Dirichlet bajo la hipotesis de
gue existiera al menos una funcién en las condiciones idd&aara el problema variacional con
E(u) < co.

1.3. Las ecuaciones integrales y su influencia en el desatmtel Analisis Funcional

LEl estudio formal de las ecuaciones integrales suele rerset 1823 cuando Niels Abel
estudiando un problema mecanico relacionado con la tautaaesuelve la siguiente ecuacion:

IO
! ——dt = g(x)

dondeg es una funcion conocida que da el tiempo de descense é(x) es la curva buscada.
En la terminologia introducida por Hilbert, este es un ejentge ecuacioén integral de primera
especieya que la funcioén incognitd aparece soélo bajo el signo integral. Una ecuacion integral
muy parecida fue resuelta de forma independiente por Lieugn 1832 (1], pg 38). En 1836
Sturm y Liouville transformaron algunas ecuaciones difei@es en ecuaciones integrales. Asi
toda solucion de la ecuacion:

Yy’ (X) —a(X)y(x) + Ay(x) =0

dondeqg es una funcién real continua émb] y A > 0, también es solucién de la ecuacion integral
X
y(X) = acosvAx+ bsenvAx+ % fq(t)y(t) senvA(x—t)dt
a

Esta es unacuacion integral de segunda espegiees la incognita aparece tanto dentro como
fuera de la integral. En general, el problema de Sturm-Lieuv

POJU” () + P (U’ (X) + T (u(x) +Au(x) =
aiu(a) +Puu’(a) =
azu(b) +Bou'(b) =

dondepe C([a,b]) es una funcion positiva, € C([a,b]) y A € C, es equivalente a la siguiente
ecuacion integral

b
u() + [ G y)u(y)dy =0

1En algunos puntos de esta seccién sigo muy de cerca el tréd&dBombal {]. La referencia basica para ecuacio-
nes integrales es el librG].
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dondeG es lafuncion de Greeulel sistema (los detalles pueden consultarsegn [

En 1837 Liouville introdujo el método de iteraciones parsoheer ciertos tipos de ecuaciones
integrales. En 1865 A. Beer redujo el problema de Dirichktapun dominioQ en el plano al
célculo de una funcié verificando una ecuacién integral del tipo:

b
D00+ [ Kxy)d(y) dy = f(x)
a
dondef es la condicién en la fronterakyes una funcion continua y simétrica. Si consideramos la
integral como un operaddt(¢)(x) = f; k(x,y)$(y) dy, podemos escribir la ecuacion integral de la
forma

(1+K)() = f

Esta ecuacion fue resuelta en 1877 por Carl Neumann en @srd@una serie
0= (1+K)H(f) = f —K(F) +K>(f) —K3(f) +---

cuya convergencia pudo probar en ciertos casos.

Fue en 1888 cuando P. du Bois-Reymond sugirié el nombrecdaciones integralepara
designar este tipo de problemas, y propuso desarrollareani@tgeneral de tales ecuaciones como
método alternativo para resolver problemas de ecuaciagfesmtiales. J.M. Le Roux (1894) y V.
Volterra (1896) fueron los primeros matematicos que pabaeoremas de existencia y unicidad
para una clase general de ecuaciones integrales. Aunqueésodos eran parecidos, el trabajo de
Volterra tuvo mas influencia porque incluia una férmula i@ para la solucién y enfatizaba un
principio basico: la analogia de las ecuaciones integ@asun sistema de ecuaciones lineales
algebraico. En 1896 Volterra desarrollé una teoria gemena ecuaciones integrales del tipo

X
600 —A [ kO tp(®) dt = f(x) (1)
a
gque ahora se llamaacuaciones de Volterra de segunda claSe supone que las funciones que
intervienen son continuas y qkéx,t) = 0 parat > x. Volterra usa un desarrollo en términos de
iteradas para expresar la solucién por medio de una ecuatégral de segunda especie.

Los trabajos decisivos en ecuaciones integrales fueromtassen 1900,Sur une nouvelle
méthode pour la resolution du probléme de Dirichiefl903,Sur une classe déquations fonction-
nelles por lvar Fredholm (1866-1927). En dichos trabajos se desarrolla una comigetéa de la
ecuacion integral de segunda especie

009 A [ kx () dt = F(x) @)


https://es.wikipedia.org/wiki/Erik_Ivar_Fredholm

Observa que cuandqx,t) = O parat > X, esta ecuacion se convierte en la ecuacion integral de
Volterra (1). Podemaos, por tanto, razonar sobre la ecuacion integiatattholm ).

El método de las aproximaciones sucesivas, usado por fgltemsiste en escribir la ecuacién

(2) en laforma
b

900 = 10+ A [ kx Do () dt 3

a

y partiendo de una funcién inicial, por ejempg = f, se define por recurrencia

b

6n0) = F(0+A [k Ona(t)ct  (1=1,23,...)

a

gue puede escribirse en la forma

= io)\mlbm(x) 4)
dondep(x) = f(X) y
b
= [ k) f(y) dy (5)

dondeks (x,y) = k(x,y) y

km+1(xvy) = k(X,Z)M(Z,y)dZ (m: 172737"')

O—

es la sucesion de lovicleos iteradosPodemos escribidj en la forma

]

n

Z)\mknmy] f(y)dy (6)

La funcién dada por
H(X7y7)\) = )\nkn+1(x7y)
2

se llamandcleo resolventey la funcion

W(x) = f(x)— JH YA f(y)dy

QJHU

es solucion de la ecuacion integrd).(Por supuesto, para asegurar la convergencia de estesroce
hay que hacer hipétesis adecuadas en las que no vamos a entrar

En general, el método de las aproximaciones sucesivas tperesolver la ecuacior2) para
valores pequefios da|. El camino seguido por Fredholm fue diferente y consisti@eimir un
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“determinante” y resolver la ecuacion integral por analagin un sistema algebraico de ecuaciones
lineales.

Dividamos el intervalda, b] enn partes de igual longituth = (b — a)/n. Reemplacemos la
integral en ) por una suma de Riemann para obtener una ecuacion apraimad

0(00—AY Kx1O() = (X xe [ab )
=1

J

Hagamos sucesivamente en esta igualdads,ty,...,t, para obtener los valores aproximados de
¢(t;). Obtenemos asi el sistema de ecuaciones lineales en lamitasd (t;):

i—Ah idi = fi .:1,2,..., . 8
) JZlk,JcpJ i n 8)

dondef(s) = fi, d(s) = ¢i, k(s,sj) = kij. La soluciéon de este sistema depende del valor del
determinante

1-Ahki1  —Ahkiz .-+ —Ahkgp

—Ah 1-Ah -~ —Ah
A = _ ko1 . koo | _ kon

—Ahkyy  —Ahkyp -+ 1—Ahkgy

que es un polinomio ek SiA (M) # 0, el sistemagq) tiene solucién Unica. Resolviendo este sistema
y sustituyendo los valores obtenidps= ¢(t;) en (7) obtenemos una solucion aproximada e (

Q(X7t17t27 B 7tn7)\)

O(X) & F(X) + A Y

9)

dondeQy A son polinomios eR.

Cuandon — oo, las sumas de Riemann €r) (ienden a la integral er), por lo que podemos
esperar que el lado derecho @& ¢onverja a una solucion exacta d.(Razonando de forma
parecida, Fredholm propuso como solucion e (

(9 = () +A [ ROut At (10)
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siendo
A, =
Bn(x>t) =

k<xl,...7xn> K(xe.t1) -+ K(xe,t)
e
Lo K(Xn,t1) -+ K(Xntn)

El célculo deA, y B,(x,t) puede hacerse por medio de relaciones de recurrencia. t@fub(A)
se llama ebeterminante de Fredholy;D(x,t,A) el primer menor de Fredholrde la ecuacion?).
La funcionR(x,t,A) se llama laresolvented el nlcleo resolventde la ecuacion?).

La ecuacion integral
b
(9 —A [kt ot dt = F(x) (11)
a
se llamaecuacion transpueside la ecuacion). Se verifica que ambas ecuaciones tienen el mismo

determinante.

Bajo hipotesis convenientes, Fredholm justifico los prosete convergencia, probd q¢A)
es una funcién entera, y obtuvo los siguientes resultaduscatos como lalternativa de Fredholm

» SiD(A) # 0 entonces la ecuaciég)(tiene una Unica solucion que viene dada [d@),(y la
ecuacion homogéneasociada

b

09— [ kO t)p(t)dt =0 (12)

a

solo tiene la solucién trivial nulég = 0.

= Si)p es un cero d®(A) de multiplicidadm entonces la ecuaciéi?) y la correspondiente
ecuacion homogénea d&lj tienenm soluciones linealmente independientes. En tal caso la
ecuacion ) tiene solucion si, y sélo si, la funciéhsatisface que

b
jummumx:o (k=1,2,....m)

donde laghy, 1 < k< mson soluciones linealmente independientes de la ecuatiégral
homogénea transpuesta.
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Fredholm escribe:

Considerando la ecuaciég)(como una transformacion que convierte la funapéen
una f, escribo esta misma ecuaci&(x) = f(x) y digo que la transformacioyg
pertenece a la funcidk(x,y).

Es claro que en este trabajo se encuentran ya los princigiamd teoria de operadores entre
espacios de funciones.

Todavia queda una ultima sorpresa y es que Fredholm aplcéetultados obtenidos para
probar muy facilmente que el problema de Dirichlet en el plgmia solucion Unica para dominios
cuya frontera sea una curva que tenga tangente y curvatiteagfintodo punto ().

Estos resultados impresionaron a la comunidad matemapoaigron la teoria de ecuaciones
integrales en el centro de interés de los mateméaticos cpordmeos. Estos resultados, junto con la
teoria de Sturm-Liouville, supusieron el punto de partieéadnoderna teoria espectral e influyeron
decisivamente en el desarrollo posterior del Analisis Funad.

1.4. David Hilbert y el nacimiento de la teoria espectral

Los trabajos de Fredholm atrajeron la atencién de mateasatde todos los paises, y entre
ellos Hilbert fue uno de los mas entusiastas. Entre los afl04 § 1906, Hilbert publicd cinco
trabajos sobre ecuaciones integrales, y en 1910 un sedtis &los en la revista de la universidad
de Gattingen, que fueron recogidos en un litmundzige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungemublicado en 1912. Estos trabajos estan entre los que nrdl@ricia tuvieron
en el siglo XX. En ellos formul6 los teoremas y definicionesitds de la teoria espectral (a la que
él dio nombre) y de los espacio de Hilbert (que él no nombréiquiiera definid).

En el primer trabajo, Hilbert empieza su estudio de la ecumicitegral 2). Siguiendo los mis-
mos pasos que Fredholm, reemplaza la integral por las suen&sethann, y obtiene de) el
sistema 8), que resuelve en forma de cociente de determinantes. Taniamites vuelve a obte-
ner, con demostraciones explicitas y rigurosas, los amgtde Fredholm. Seguidamente Hilbert
considera un nuacleo continuo y simétrico, es dégix,y) = k(y,X) y advierte la analogia entre la
forma bilineal .

2 kixyi (13)
i,]=1

y la integral

b b
[ ey
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Esto le lleva a escribir el teorema de los ejes principalea lgaforma bilineal 13) en una forma
apropiada para pasar al limite. En este proceso prob6 quaitas del determinante de Fredholm,
a las que Hilbert llamaalores propio$ son reales y que si se escriben en una suceSigh
repitiendo cada una tantas veces como su multiplicidadyneas para cada hay unafuncion

propia® §n:
b

dn() = An [ K(x Dn(t)

a
Estas funciones propias verifican que

b

[ oa®omtydt =0 (m+#n)

a

Si dichas funciones propias se normalizan por la condicion

jq)n(t)zdt =1

a

y si para cada funcién continueen [a, b] definimos sugoeficientes de Fouriguor

b
(Xon) = [ dn(t)x(t)ck
Hilbert probé que
b b o
[ [Kstxy®dsd =Y = (xion) (y]6n) (14)
a a n=1"n

dondea es un numero finito o biea = « dependiendo de que el nimero de valores propios
distintos sea finito o infinito. En este Ultimo caso, la sedeverge absolutamente siempre que las
funcionesx ey verifiquen que

fbxz(t)dt < oo, fbyz(t)dt < oo

Hilbert interpreta la igualdadl@) como la generalizacion natural del clasico teorema decadin
de una forma cuadratica a sus ejes principales. A partir ieiggaldad prueba que cualquier
funcion continuaf que pueda expresarse en la forma

f(s)= | k(s,t)g(t)dt (15)

Ve

2Estos son los reciprocos de lo que entendemos actualmariteafmes propios”.
SHilbert mantuvo la misma terminologiigenvaluesvalores propios” o “autovalores”, gigenfunctiorifuncién
propia” o “autofuncion”, usada en el caso finito dimensional
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para alguna funcién continug verifica que su desarrollo de Fourier

f(s) = <f|¢n> dn(s) (16)

M s

n=1

es absoluta y uniformemente convergente. La validez dalestarollo paréodafuncion continua
f fue probada por uno de los mejores discipulos de HilbertcBn&it, en su Tesis (1905).

4 El articulo cuarto es uno de los mas apreciados de Hilbegl Eparece claramente el espiritu
actual del Analisis Funcional y la Teoria Espectral. Entefeen este articulo Hilbert da un salto
cualitativo: abandona deliberadamente el marco de lasienes integrales y trata de crear una
teoria general de formas bilineales y cuadraticas de iagivariables:

QX) = > KpgXpXq (Kpg=Kgp)
p.o=1
dondey ;X2 < 0. Hilbert definio el espectro de la forma cuadrat@alistinguiendo ebspectro
puntual(los valores propios) delspectro continuo

La forma cuadratica se llan@mpletamente continuga

n

lim =

am > KpaXpXg = Q(X)
p.g=1

uniformemente para toda sucesipn } tal que dondé& i»_, x2 < oo. Hilbert prueba que toda forma

cuadratica completamente continua puede reducirse aesip@j una transformacion ortogonal:

00

QX =Y and

n=1
Es evidente, con una perspectiva actual, que estos ressilestian prefigurando la teoria de los
espacios de Hilbert en su versidn canénica de esgaci®or otro lado, en 1906 aparece también
la famosa Tesis Doctoral de M. Fréctgur quelques points du calcul fonctionneljue tuvo una
tremenda influencia, tanto para el desarrollo del Andlisiscional como para el de la Topologia.
En su Tesis, Fréchet introduce la nocion abstracta de diatam un conjunto, lo que permite
extender las nociones habituales de entornos, limitesino@had, etc. en conjuntos abstractos.
También introdujo Fréchet las nociones de compacidad, letityl y separabilidad, y las estudié
en distintos espacios funcional€([a, b)), H(D), B([a,b]), etc. mostrando la importancia de las
mismas.

Estas ideas topologicas se difundieron rapidamente. Nxtiegie, pues, que se intentaran apli-
car en el contexto de los importantes trabajos desarrallpdoHilbert. Este programa fue llevado

4En todo lo que sigue he copiado parrafos sueltos del anteoditabajo de F. Bombalif).
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a cabo por el mismo Fréchet y uno de los mejores discipulosilderti Erhard Schmidt quien,
en un articulo publicado en 1908, defini6 el “espacio de daideninfinita” /> , con las nociones
actuales de producto escalar, norma, ortogonalidad,retodujo también el lenguaje geométrico
moderno, probando el teorema de la proyeccién ortogonalpyogleso de ortogonalizacién que
lleva su nombre. Schmidt introdujo también por primera Jesirabolo que se usa habitualmente
para la norma de un vector, él lo hizo para la norméde

Il = /(%) = ,/n§1|x<n>|2

Otros dos jévenes matematicos, E. Fischer y F. Riesz, tandoidpartieron esta visién geo-
métrica y topoldgica del espacio de Hilbert, lo que les llavdescubrir (independientemente) el
llamado “teorema de Fischer-Riesz” (1907), que a su veblesiuna inesperada relacion de estos
temas con otro gran descubrimiento de la época: la Teoriateigracion de Lebesgue. El teore-
ma en cuestion establece que, fijado un sistema ortonormmileto de funcione$¢, : ne N}, la
aplicacionf — {{f|¢n)} es un isomorfismo hilbertiano entre el espacif[a,b]) de las (clases
de) funciones de cuadrado integrable Lebesgue salisg(que se define en estos trabajos), y el es-
pacio de Hilbert’,. Como importante subproducto, resulta que los resultaddsildert se pueden
aplicar a cualquier ecuacion integral con nudkeoLy([a,b]?), objetivo perseguido infructuosa-
mente por distintos matematicos de la época (Hadamard eitiimtre ellos). Las consecuencias
de este resultado estructural, hicieron ver la importadelanuevo Analisis, y abrieron el camino
hacia la introduccion de los espacioBy ¢, por Riesz y, en definitiva, la aparicion de la nocion
general de espacio normado.

1.5. Riesz, Hahn, Banach. Espacios vectoriales normados

Probablemente, uno de los mayores responsables del diesdaloAnalisis Funcional, tanto
por la variedad de aplicaciones como por la profundidad gimalidad de sus con- tribuciones,
es el matematico hingaro Frédéric Riesz (1880-1956). Yaosammentado el famoso teorema
de Riesz-Fischer, descubierto independientemente pcindfiy Riesz en 1907. En el mismo afio,
Fréchet y Riesz, independientemente, obtienen la repgezsén de cualquier forma lineal continua
¢ sobre el espaciby([a,b]) en la forma

b
6() = (f|g) = [ f(x)g(x)ax

para alguna (Gnica < La([a, b]).
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Recuerda que pam> 1,

lp= {XGKN . i\x(n)\p < oo}
n=1

Riez prueba que € es una forma lineal continua sobfg conp > 1, existe una Unica sucesion
ze{qdonde ¥p+1/q=1tal que

000 = 3 x(ran)  (xety)

Estos resultados marcan el inicio de la teoria de la dualidad

Las contribuciones fundamentales a que nos hemos venidemdb, preparan el camino para
el desarrollo de una teoria general de espacios normadusomnales y operadores lineales entre
ellos. Esto aconteci6 en la Tesis de S. Ban&ahles opérations dans les ensembles abstraits et
leur application aux équations intégraldefendida en Junio de 1920 y publicada dos afios después
enFundamenta Mathematica&n la Introduccion, Banach declara su intencion de deieostr
serie de resultados validos en distintos “campos fundésiapara lo cual establece un conjunto
de teoremas en un marco muy general que, por especializaeibrugar a los distintos resultados
buscados. Con sus propias palabras:

“El objetivo de este trabajo es demostrar algunos teorem@son ciertos para dife-
rentes espacios funcionales (champs fonctionneles). dam lle probar los resultados
para cada espacio funcional particular, he optado por eefdiferente: considero en
general un conjunto de elementos abstractos, para los gudgana serie de propie-
dades y demuestro los teoremas para esos conjuntos. Enfpnedo que los distintos
espacios funcionales particulares en los que estoy imigoesatisfacen los axiomas
postulados...”

El marco general en cuestion es precisamente lo que hoy em@ccomo espacio normado com-
pleto. Banach da la definicién axiomatica de espacio vedtogal, normado y completo y com-
prueba que numerosos campos funcionales verifican esasaxid.a Tesis contiene, entre otros,
el principio de acotacién uniformg el teorema de las aplicaciones contractives espacios métri-
cos completos, y Banach aplica con gran habilidad estokades a distintos espacios funcionales.
Veamos un ejemplo de aplicacion de éste Ultimo.

Convengamaos en escribir la ecuacion integ?akf la forma:

O =f+AKO (17)

19



dondeK¢(x) = jab K(x,y)¢(y)dy. DefinamosT : C([a,b]) — C([a,b]) por
To=f+AKo (18)

Es evidente que resolver la ecuacion integta) €quivale a resolver la ecuaci¢n= T ¢, es decir,
a encontrar un punto fijo parf. Considerando e€([a,b]) la norma usual de la convergencia
uniforme, tratemos de aplicar el teorema de las aplicasiopatractivas. Tenemos que

b b
IT6 =Tl < maxiAl [Iey)l100) ~ W)y < 1o — Wil M| e [ Ikx)l

Por tanto siempre que se cumpla la condicion

as<x<b

b
Al méx [Ik(xy)|dy <1
a

El citado teorema garantiza la existencia y unicidad de mtgdiijo paraT y, por tanto, la existencia
y unicidad de una solucion de la ecuacion integta).(

Para terminar, veamos una aplicacién del teorema de HahaeBa la resoluciéon de un sistema
de infinitas ecuaciones lineales. Consideremos el sistema

anmxm:cn n=123,... (19)
m=1

Lo primero que debemos hacer es precisar el campo de trd@joque garantizar que las series
convergen. Para ello, supondremos gue {x,} s un vector genérico dg, conp > 1, y que
los vectoresA, = {anm} oy €stan er’q con 1/p+1/q = 1. Estas condiciones garantizan que las
series convergen absolutamente. Beal subespacio vectorial dg generado por logy,, esto es,
M = Lin({An: neN}). Podemos definir una forma linefilsobreM (supuesto que las ecuaciones
son linealmente independientes) ggA,) = ¢, y extendiendo & por linealidad. La condicion de
continuidad para dicha forma lineal viene dada porque axisa constante > 0 tal que|$(2)| <
a||z|lq para todoze M. Puesto que todac M puede escribirse de la fornza= 37 AjA;j, dicha
condicidn se expresa por

a\ 1/d

) (20)

n n o]
:E AjC;j :E AjAj|| =a ( }E
=1 =1 q m=1

Cuando hay um > 0 tal que la condicion anterior se cumple cualesquiera seandmeros\;,
1< j < nycualquiera seacN, el teorema de extension de Hanh-Banach afirma la existdecia
una forma lineatontinua f: /; — R que extiende & por lo quef (A,) = ¢, para todmeN. Dicha
forma lineal f esta definida por un Unico vectoe 7, de la forma

n
> AiKim

=1

<a

f(z) = %1 ZmUm (Vzely)
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Por tanto dicho vectau verifica que
f(An)= 5 kamim=¢ ~ n=123,...
m=1

Yy, en consecuencia, hemos probado la existencia de la &oldel sistema de infinitas ecuaciones
lineales. Si exigimos qugf|| = ||¢|| entonces la solucién es Unica. Finalmente, la condic@h (
no sélo es suficiente para la existencia de solucién sinoiéemmecesaria 4, pg 61).
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